13 октября 2018 года, 10-11 класс, Математика
Тема: Элементы теории чисел
Домашнее задание


1. Дано уравнение 
а) Докажите, что уравнение имеет решение в целых числах
б) Докажите, что уравнение имеет решение в натуральных числах
в) Сколько целочисленных решений имеет уравнение?
2. Страницы журнала пронумерованы в типографии числами от 1 до 64. Лиза на случайной странице записывает 0 и нумерует далее страницы журнала числами 1, 2, 3, … до конца журнала без пропусков, возвращается к странице 0 и, листая страницы назад, записывает числа -1, -2, -3, … до начала журнала без пропусков. Сумма чисел, которые записала Лиза на страницах этого журнала, равна S.
а) Может ли S быть равна -32?
б) Может ли S быть равной 0?
в) На какой странице по типографской нумерации Лиза записала о, если S = 928?
3. На доске написано 2021-значное число, каждое двузначное число, образованное соседними цифрами этого числа, идущими в той же последовательности, делится на 17 или 28
а) Может ли последняя цифра равняться 3?
б) Может ли число быть составлено только из нечетных цифр?
в) Чему может быть равна первая цифра, если последняя равна 7? Укажите все возможные варианты
4. Имеется 10 мешков с монетами, в девяти из них настоящие монеты весом 10 г каждая, а в одном фальшивые монеты весом 9 г каждая. Есть весы, показывающие общий вес положенных на них монет. Как с помощью одного взвешивания найти, в каком мешке фальшивые монеты?



Общее
5. Даны шесть чисел 1, 2, 3, 4, 5, 6. Разрешается к любым двум из них прибавлять 1. Можно ли все числа сделать равными?
6. Произведение 22 целых чисел равно 1. Докажите, что их сумма не равна 0.
7. Всегда ли можно расставить по росту 2018 человек, если разрешается переставлять любых двух людей, стоящих только через одного?
8. Набор  является перестановкой набора целых чисел . Докажите, что число  – четное.

7-8 класс
1. Докажите, что для любого натурального числа n можно выбрать такое натуральное число а, чтобы число  нацело делилось на .
2. В городской олимпиаде по математике участвовали двое близнецов. На вопрос о том, есть ли у них еще братья и какого они возраста, близнецы ответили: «У нас есть брат, его возраст записывается двумя одинаковыми цифрами, а суммарный возраст всех нас троих – двузначное число, у которого вторая цифра вдвое больше первой». Определите возраст братьев.
3. Даны действительные числа , причем . Докажите неравенство 

4. Угол между двумя высотами остроугольного треугольника АВС равен , и точка пересечения высот делит одну из них в отношении 2:1, считая от вершины треугольника. Докажите, что треугольник АВС равносторонний.
5. Шестизначное число N, все цифры которого различны, таково, что само оно и любое число, полученное из N перестановкой цифр, делится на некоторое число M. Каким может быть число М?

9 класс
1. Рассматриваются квадратичные функции , у которых 
. Докажите, что их графики проходят через одну точку.
2. На столе восемь стаканов с водой. Разрешается взять любые два стакана и уравнять в них количество воды, перелив часть воды из одного стакана в другой. Докажите, что с помощью таких операций можно добиться того, чтобы во всех стаканах воды стало поровну.
3. Точка D – середина стороны АС треугольника АВС, DE и DF – биссектрисы треугольников ABD и CBD. Отрезки BD и EF пересекаются в точке M. Докажите, что .
4. Найдите значение выражения

5. На столе лежит 2019 монет. Двое играют в следующую игру: ходят по очереди, за ход первый может взять со стола любое нечетное число монет от 1 до 99, второй – любое четное число монет от 2 до 100 и т.д. Проигрывает тот, кто не сможет сделать ход. Кто выигрывает при правильной игре?


